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요  약

GPU가 보편화되면서 병렬컴퓨터의 다중 GPU에서의 실행에 대한 필요성이 증가하고 있다. 본 연구에서는 

다중 GPU에서 실행하기 위한 행렬의 곱 프로그램을 CUDA C 언어로 구현하였다. CUDA 프로그램은 GPU
내에서는 공유메모리(캐시메모리)를 사용하는 Fox 알고리즘을 구현하였으며, 다중 GPU의 병렬컴퓨터에서는 

MPI를 사용하는 Cannon 알고리즘을 구현하였다. 프로그램의 실행 결과 네트워크에 위한 CPU 통신 시간의 

부하는 다중 GPU의 성능에 거의 영향을 주지 않았다. 또한 CPU와 GPU간의 데이터 전송 시간의 부하 때문에 

작은 크기의 행렬에서는 성능의 개선이 크지 않았지만 10Kx10K 행렬의 크기에서 4개의 GPU를 사용한 경우 1
개 대비 2.8배(70% 효율성) 성능을 보이는 등 행렬의 크기가 클수록 GPU의 수가 증가함에 따라 뛰어난 성능

의 개선을 보였다.

Abstract

As GPUs become common, the need for program execution on parallel computers with multiple GPUs is 
increasing. In this research, we implemented a matrix multiplication program for multiple GPUs with CUDA C 
language. The CUDA program applied the Fox algorithm using shared memory on a GPU and the Cannon algorithm 
using MPI on multiple GPUs respectively. As a result of executing the program, the CPU network communication 
overheads had little effect on the performance of multiple GPUs. In addition due to the overheads of data transfer 
time between the CPU and GPU, the performance improvement was not significant for a small matrix. However the 
performance result shows 2.8 times faster (70% efficiency) with 10Kx10K size matrices using 4 GPUs, therefore the 
execution of the program showed excellent improvement of efficiency as the number of GPUs increased with bigger 
matrix sizes.
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Ⅰ. 서  론

그래픽 장치인 GPU(Graphic Processing Unit)를 일

반 연산에 사용하는 GPGPU(General Purposed GPU, 
이하 GPU)는 2차원의 배열 구조를 가지고 있는 수

백 개의 코어를 병렬로 계산하기 때문에 CPU에 비

교하여 투자비용 대비 계산 성능이 뛰어나 

HPC(High Performance Computing) 분야에서는 중요

한 역할을 차지하고 있다[1].
행렬의 곱 프로그램은 수치해석 분야에서 가장 

대표적인 프로그램의 하나로서 성능 벤치마킹을 비

롯한 다양한 응용 프로그램에서 사용되고 있다. 하
지만 이 프로그램은 병렬처리를 위해서는 곱하고자 

하는 두 행렬에서 행과 열의 데이터를 각각 사용하

기 때문에 분산메모리형의 병렬컴퓨터에서는 구현

이 어려운 알고리즘 중의 하나이다[2]. 단일 GPU에
서는 캐시메모리의 역할을 하는 공유메모리를 사용

하여 효율적인 병렬프로그램의 구현이 가능하다[3]. 
하지만 병렬컴퓨터에서 다중 GPU를 장착하는 경우

에는 GPU 간에 데이터 전송이 필요하기 때문에 효

율적인 병렬프로그램의 구현이 필요하다[4].
GPU를 사용하여 행렬의 곱을 계산하는 프로그램

에 대한 연구는 활발히 진행되고 있다. Nvidia 
CUTLASS(CUDA Templates for Linear Algebra 
Subroutines)의 GEMM(GEneral Matrix Multiplication)
은 타일 형식으로 공유메모리를 사용하여 단일 

GPU를 위한 블록 행렬의 곱 프로그램을 구현하였

다[5]. 다중 GPU를 위한 프로그램으로는 [6]에서는 

GEMM을 다중 GPU에서 본 논문에서 사용한 Fox 
알고리즘과 유사한 방식으로 사용하였고, [7]에서는 

범용이 아닌 특수한 형태의 행렬의 곱을 위한 프로

그램을 구현하였다. 또한 [8]에서는 다중 GPU 상에

서 공유메모리형의 병렬프로그램 방식인 OpenMP를 

사용하여 행렬의 곱을 구현하였다. 본 연구와의 비

교 요약은 표 1과 같다.
본 연구에서는 병렬컴퓨터의 여러 노드에 분산된 

다중 GPU에서의 행렬의 곱 프로그램을 위한 알고

리즘을 Nvidia CUDA(Compute Unified Device 
Architecture) C 언어로 구현하였다. CUDA 프로그램

은 단일 GPU에서는 Fox 알고리즘을 응용하여 캐시

메모리의 역할을 하는 공유메모리를 사용하여 성능

의 효율성을 높였으며, 다중 GPU를 사용하기 위하

여 Cannon 알고리즘을 응용하여 MPI(Message 
Passing Interface)를 통하여 GPU 간에 데이터를 전

송하였다. 구현된 프로그램은 기존의 프로그램과는 

다르게 대표적인 병렬 행렬의 곱 알고리즘들을 사

용하여 쉽고 효율적인 성능을 가질 수 있도록 구현

하였다.

표 1. 본 연구와의 비교
Table 1. Comparison with our method

[5] Executes only on a single GPU

[6] Uses GEMM[5]

[7] Works for special type of matrices

[8] Restricted on computer platform

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 행렬

의 곱 계산을 위한 병렬 알고리즘과 CUDA 병렬프

로그램의 구현에 대한 설명하고 3장에서는 다중 

GPU에서의 실행 결과와 성능에 대해 분석한다. 마
지막으로 4장에서는 결론으로 맺는다. 

Ⅱ. 병렬 행렬의 곱 CUDA 프로그램의 구현

이 장에서는 프로그램에 사용된 병렬 알고리즘들

의 이론적인 배경과 이들을 적용한 CUDA 프로그

램의 구현에 대하여 설명한다.

2.1 행렬의 곱 알고리즘

두 행렬의 곱 C=AB(A는 l×m, B는 m×n, C는 l×n)
의 각 원소는 다음 식 (1)로 정의된다. 

 = 
 



×                    (1)

행렬의 곱은 블록 행렬을 통해 계산할 수도 있

다. 다음 식 (2)는 블록 행령의 곱을 정의한다. A는 

L×M개의 블록 행렬, B는 M×N개의 블록 행렬 그리

고 C는 L×N의 블록 행렬로 구성되며 와 는 
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행의 크기와 열의 크기가 같은 행렬이며 이 곱은 

식 (1)로 계산된다.

 = 




×              (2)

일반적으로 병렬 컴퓨터에서는 행렬을 분산된 프

로세서로 분할하여 계산하기 때문에 프로세서 간에

는 블록 행태의 행렬의 곱 프로그램 식 (2)를 사용

하고 각 프로세서에서는 원소 행렬의 곱 식 (1)을 

사용한다.

2.2 Fox 알고리즘

본 연구에서는 한 대의 GPU에서 실행되는 행렬

의 곱을 위한 병렬 알고리즘은 병렬 행렬의 곱을 

위한 대표적인 알고리즘 중의 하나인 Fox 알고리즘

을 사용하였다[9][10]. 다음은 Fox 알고리즘이다. A
와 B는 각각 N˟N개의 서브 블록 행렬로 나누어지

고 정방형 격자 형태의 병렬 프로세서를 사용한다

고 가정한다.

for i = 1 to N {
step1: broadcast Aii to row
step2: C += A x B
step3: shift B north

}

Fox 알고리즘은 3개의 스텝으로 구성되며 N번의 

반복문으로 이루어진다. 먼저 A 행렬의 대각선에 

위치한 블록 행렬을 다른 모든 행으로 방송

(Broadcast) 한다. 다음 각 프로세서는 분할된 A와 B
의 두 블록의 원소에 대한 행렬의 곱을 실행하여 

저장한다. 마지막으로 B의 블록 행렬을 격자의 위

쪽에 위치한 프로세서로 이전(Shift)하며 이 과정을 

반복한다. 본 연구에서 블록 행렬을 실제로 전송하

지 않고 GPU의 캐시메모리의 역할을 하는 공유메

모리에 저장하여 실행하기 때문에 Fox 알고리즘이 

효율적으로 실행될 수 있다[3].
다음은 Fox 알고리즘의 CUDA 프로그램이다.

__global__ void matmul(A, B, C)
{
for : i = 1 to N/ThreadNum {
subA = getsubMatrix(A, i);
for : j = 1 to ThreadNum
subC = subA * subB;

setsubMatix(C, i, subC);
subB = getsubMatrix(B, i);

}

위 프로그램에서 N은 행렬의 크기(N×N)이고 

ThreadNum은 GPU의 쓰레드 수이다. 함수 

getsubMatrix()는 공유메모리에 저장된 전체 행렬에

서 블록의 시작 위치를 반환하며, setsubMatrix()는 

블록 행렬의 계산 결과를 결과 행렬에 저장하는 함

수이다. 두 함수는 공유메모리의 행렬에서 해당하는 

블록만을 사용하여 Fox 알고리즘에서의 통신을 대

신한다.

2.3 Cannon 알고리즘

다중 GPU에서의 실행을 위한 병렬 행렬의 곱 알

고리즘은 Cannon 알고리즘을 사용하였다[11][12]. 
Cannon 알고리즘은 L. Cannon이 2차원 정방행렬 곱

셈을 위해 개발한 병렬 행렬의 곱 알고리즘으로서 

이론적으로는 가장 효율적인 알고리즘으로 알려져 

있다. Fox 알고리즘에서는 1번째 스텝에서 행으로 

방송하는 과정에서 해당 프로세서들만 통신에 가담

하기 때문에 휴지 프로세서가 발생하는 비효율이 

존재하는 반면에 Cannon 알고리즘은 점대점(Peer- 
to-peer) 통신만 사용하기 때문에 휴지 프로세서가 

존재하지 않는다. 한편 Cannon 알고리즘은 정방형 

행렬만 사용하고 초기에 행렬 A와 B를 재배치해야 

하는 단점이 있다. 하지만 본 연구에서는 입력 행렬

을 CPU에서 GPU로 초기에 분할하는 과정에서 재

배치하기 때문에 이러한 단점을 극복하였다. 다음은 

Cannon 알고리즘이다.

for i = 1 to N {
step1: C += A x B
step2: shift A west
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step3: shift B north
}

알고리즘은 3 스텝으로 구성이 되며 Fox 알고리

즘과 마찬가지로 N번 반복한다. 알고리즘을 사용하

기 이전에 행렬 A의 i 행의 값들을 모두 (i-1) 번만

큼 왼쪽으로 이전 그리고 행렬 B의 i 열의 값들을 

모두 (i-1)번 만큼 위로 이전한다.
Cannon 알고리즘에서는 예를 들어서  

×,  ×와 같이 A 행렬과 B 행렬의 

같은 자리를 연산하여 C 행렬을 계산한다. 모든 값 

사이의 연산이 끝나면 A 행렬의 값들은 모두 왼쪽

으로, B 행렬의 값은 위쪽으로 한 칸씩 이전하고 

다시 연산을 진행한다.
다중 GPU를 사용하여 행렬의 곱을 계산하기 위

한 Cannon 알고리즘을 구현한 CUDA 프로그램은  

다음과 같다.

int main(){
...
MPI_Init.);
...
for i = 1 to N {
matmul(A, B, C);
MPI_SendRecv(...,A,...);
MPI_SendRecv(...,B,...);
cudaThreadSynchronize();

}

...
MPI_Finalize();

}

위에서 matmul()은 2.2에서 구현된 Fox 알고리즘

을 사용한 행렬의 곱 프로그램이다, 프로그램은 

MPI(Message Passing Interface)[13] 병렬 프로그램으

로서 GPU는 각 프로세스에서 사용하며 GPU간의 

행렬 A, B를 shift하는 함수는 MPI_SendRecv()를 사

용하였다. shift을 실행한 이후에는 모든 GPU가 동

시에 작업을 수행할 수 있도록 쓰레드 동기화 함수

인 cudaThreadSynchronize()를 실행하였다.
그림 1은 4개의 GPU를 사용한 행렬의 곱 프로그

램의 실행 과정을 보여준다. 행렬 A와 B를 4개의 

GPU에 2×2 서브 블록으로 분할하였으며 초기의 

Cannon 알고리즘을 사용하기 위한 형태로 하여 각 

GPU에 할당하였다. 프로그램은 2번의 반복 이후에 

행렬의 곱을 계산하였다.

한편 Cannon 알고리즘은  (n은 자연수) 형태의 

정방형 프로세스의 수만 가능하기 때문에 2n(2, 4, 
6, ...)의 프로세스를 사용하기 위하여 하나의 프로

세스(GPU)가 한 개 이상의 분할된 서브 행렬을 할

당하는 형식으로 프로그램을 수정하였다.
그림 2는 2개의 GPU를 사용하여 수정된 프로그

램으로 행렬의 곱을 실행한 과정을 보여준다. 각 

GPU는 2개의 서브 블록을 할당하여 계산하여 2번 

반복으로 행렬의 곱 계산을 하였다.
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그림 1. 네개의 GPU에서의 행렬의 곱 연산
Fig. 1. Matrix multiplication on four GPUs
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그림 2. 두개의 GPU에서의 행렬의 곱 연산
Fig. 2. Matrix multiplication on two GPUs

Ⅲ. 성능 및 분석

3.1 시스템 사양

본 논문에서는 성능 분석을 위하여 Nvidia Tesla 
C1060 GPU를 사용하였다. 각 GPU는 240개의 

1.4GHz 성능의 코어로서 구성이 되며 4GByte의 메

모리와 함께 사용할 수 있는 쓰레드의 최대 개수는 

512개이다[14]. 다중 GPU 계산은 2개 및 4개의 

GPU를 사용하였다. 시스템은 각 2대의 GPU를 장착

한 2대의 노드로 구성이 되어있다. CPU는 각 GPU
에 전달하기 위한 배열의 초기화, MPI 프로그램이 

실행에 사용이 되며 실제 계산은 GPU에서 수행하

였다.

3.2 성능 분석

CUDA 프로그램은 각 GPU에서 256개의 쓰레드

를 사용하였다. 그림 3은 병렬 행렬의 곱 프로그램

의 실행시간을 GPU의 수에 따라 비교하였다. 사용

된 행렬의 크기는 2K×2K, 4K×4K, 6K×6K, 8K×8K, 
10K×10K 등이다. 프로그램의 실행에는 GPU를 1개, 
2개 그리고 4개를 사용하였으며, 2개를 사용하는 경

우에는 통신 부하의 영향을 알아보기 위하여 동일

한 노드에 있는 경우와 네트워크로 연결된 다른 노

드에 있는 경우에서 따로 실행하였다. GPU를 1개 

사용한 경우에는 Nvidia CUTLASS의 GEMM의 성능

과 거의 유사한 성능을 보였다. 두 프로그램 모두 

캐시메모리 역할을 하는 공유메모리를 효율적으로 

사용한 결과로 보여 진다.

그림 3. GPU의 수에 따른 실행시간의 비교
Fig. 3. Execution time comparison using different number

of GPUs

그림에서와 같이 계산 성능은 1개의 GPU를 사용

한 경우에 비교하여 다중 GPU의 계산이 GPU의 수

에 따라 효율적인 것을 볼 수 있으며 행렬의 크기

가 클수록 성능의 개선이 증가함을 알 수 있다. 한
편 2개의 GPU를 사용하는 경우에 하나의 노드에 
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있는 경우와 다른 노드에 있는 경우에는 통신 부하

가 적기 때문에 동일한 노드의 경우가 성능이 낫긴 

하지만 차이가 크지 않아서 네트워크상의 통신 부

하의 영향이 크지 않음을 알 수 있다.
GPU는 PCI(Peripheral Component Interconnect) 

Express를 통하여 컴퓨터와 연결이 되어 있는데 PCI 
Express는 입출력을 위한 직렬 구조의 인터페이스로

서 데이터의 전달 속도가 컴퓨터 내부의 병렬 버스 

구조에 비교하여 현저히 떨어진다[15]. GPU에서 계

산을 하기 위하여 CPU로부터 데이터를 복사하여야 

하며, 또한 다중 GPU를 사용하기 위해서는 GPU에
서 다른 GPU로 데이터를 전송하기 위해서도 CPU
의 메모리로 복사하여야 한다. 따라서 CPU와 GPU
간의 데이터 전송 부하가 성능에 영향을 미치게 되

며, 특히 다중 GPU를 사용할 경우에는 선형의 성능 

개선은 기대하기 어렵게 된다.
본 연구에서는 다중 GPU의 계산 성능을 보다 자

세히 분석하기 위하여 실행 시간에서 CPU와 GPU

간의 메모리 데이터 전송 시간과 MPI 통신 시간을 

분리하여 측정하였다. 그림 4의 (a)는 행렬의 크기

가 2K×2K와 4K×4K인 경우를 각 구성 요소에 대하

여 비교하였다. 그림에서 볼 수 있듯이 행렬의 크기

가 작은(2K×2K) 경우에는 다중 GPU의 사용이 성능

의 개선에 영향이 거의 없음을 알 수 있다. 이는 기

본적인 CPU와 GPU 간의 데이터 전송 시간이 전체 

실행 시간에서의 비중이 크고, 또한 전체 GPU의 각 

쓰레드에서 계산하는 데이터가 작기 때문에 다중 

GPU를 사용한 성능 개선이 거의 없기 때문이다. 한
편 데이터의 크기가 4K×4K인 경우에는 데이터 전

송 시간의 비율이 낮기 때문에 성능의 개선을 볼 

수 있다. 
그림 4의 (b)는 행렬의 크기가 6K×6K, 8K×8K, 

10K×10K인 경우를 비교하였다. 행렬의 크기가 커질

수록 데이터 전송 시간의 비중이 낮아지기 때문에 

GPU의 수가 많아질수록 성능의 개선이 커지는 것

을 볼 수 있다. 

(a) 2K×2K, 4K×4K sizes

(b) 6K×6K, 8K×8K, 10K×10K sizes
그림 4. 구성 요소별 실행시간 비교

Fig. 4. Execution time comparison by components
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한편 그림 4의 (a)와 (b)에서 볼 수 있듯이 MPI 
통신 시간에 따른 부하는 4개의 GPU의 경우를 제

외하고는 전체적인 성능에 거의 영향이 없는 것을 

볼 수 있다.

Ⅳ. 결  론

본 연구에서는 다중 GPU를 사용하기 위한 행렬

이 곱 병렬 프로그램을 CUDA C 언어로 구현하였

다. 병렬 프로그램은 GPU 내에서는 Fox 알고리즘

을 사용하였고 다중 GPU를 위한 계산은 분산메모

리형 컴퓨터의 병렬 알고리즘인 Cannon 알고리즘을 

사용하였다.
다중 GPU를 사용하는 경우에는 CPU와 GPU 간

의 데이터 전송 시간이 성능에 병목이 될 수 있기 

때문에 이 지연 시간을 줄이기 위하여 동일 보드

(온보드)상의 다중 GPU의 필요성이 증가한다. 하지

만 온보드에 장착되는 GPU 수의 한계가 있기 때문

에 CPU를 통한 GPU 간의 데이터 전송은 불가피하

다. 이에 본 연구에서는 이 지연 시간이 행렬의 크

기와 성능에 미치는 영향을 알아보기 위하여 CPU
와 GPU 간의 데이터 전송 시간을 분리하여 분석하

였다. 성능 분석 결과 CPU와 GPU 간의 데이터 전

송에 따른 지연시간이 영향을 주는 작은 크기의 행

렬을 계산하는 경우에는 성능의 개선에 큰 영향이 

없었지만 행렬의 크기가 일정 크기 이상인 경우에 

행렬의 크기가 클수록 다중 GPU를 사용한 성능의 

개선이 효율적이었다. 예를 들어 8Xx8K 및 

10Kx10K의 크기의 행렬을 4개의 GPU를 사용한 결

과 1개 대비 2.5배와 2.8배 이상의 성능 개선(70%의 

효율성)을 보였다. 한편 MPI를 사용한 CPU간의 네

트워크에 의한 통신 지연에 따른 부하는 성능에 거

의 영향을 주지 않는 것을 알 수 있다. 또한 GPU의 

수를 증가시켜 계산한 결과 GPU의 수가 증가할수

록 계산 시간이 GPU의 수에 비례하여 감소하는 모

습을 보였다.
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