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요  약

많은 개인화 추천을 위한 머신러닝 모델이 추천 후보를 만들어내기 위해 근접 이웃 기법을 사용한다. 이 경

우 사용자 또는 품목의 차원이 보통 매우 크기 때문에, 데이터를 나타내는 벡터를 그대로 사용하기는 어렵고 

차원이 축소된 임베딩을 만들어낼 필요가 있다. 특이값 분해와 같은 행렬 분해 기법을 이용해 차원을 줄이게 

되면 본래의 데이터 사이의 코사인 유사도에 손실이 일어나게 되는데, 그 경우 상대적인 유사도의 순위가 바

뀌어서 추천 목록이 부정확해질 수 있다. 본 논문에서는 특이값 분해를 이용한 차원 축소 시 코사인 유사도의 

상대적인 순위가 보존되는 정도를 측정할 수 있는 지표를 상대 순위 정확도로 정의하고, 특이값을 이용하여 

상대 순위 정확도를 추정할 수 있는 방법을 제안하였다.

Abstract

Many machine learning models for personalized recommendation use nearest neighbor methods to generate 
recommendation candidates. In this case, the dimension of users or items is usually very large, it is hard to use user 
and item vectors as they are, so it needs to generate embeddings of which the dimension reduced. When 
dimensionality reduction is done by matrix factorization methods like singular value decomposition, there is loss in 
cosine similarity between data points. The loss may results in inaccurate recommendation candidates because relatively 
farther neighbor may be regarded as closer one. In this paper, I defined a metric that measures the degree of 
preservation of relative rankings of cosine similarity as relative ranking precision. I also proposed a formula to 
estimate relative ranking precision with singular values.   
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Ⅰ. 서  론

Netflix Prize[1]에서의 성공 이후, 행렬 분해(Matrix 
factorization) 기법[2]은 개인화 추천(Personalized 
recommendation) 머신러닝 알고리즘의 베이스라인으

로 널리 사용되고 있다. 특히 산업계에서는 사용자

(User)-품목(Item)이 각각 행과 열이 되고, 품목에 대

한 평점(Rating)이 행렬의 원소가 되는 계획 행렬

(Design matrix)을 분해해서 얻어진 사용자 또는 품

목 임베딩을 가지고, 사용자가 선호한 품목과 유사

한 품목을 추천하거나, 목표 사용자와 유사한 사용

자를 찾아내어 유사 사용자가 선호한 품목을 추천

하는 근접 이웃(Nearest neighbor) 방식으로 추천의 

후보군을 생성하는 경우가 많다[3]-[5]. 이 경우에 

임베딩 사이의 유사성을 계산하기 위해 개별 임베

딩의 크기에 영향을 받지 않는 코사인 유사도

(Cosine similarity)[6]를 주로 사용하게 된다.
원본 계획 행렬에서의 사용자 벡터 또는 품목 벡

터의 차원은 매우 크기 때문에 그대로 유사도 비교

에 사용하기는 어렵고, 행렬 분해 기법을 사용할 때 

차원을 축소하여 임베딩의 차원을 줄이게 된다. 예
를 들어 특이값 분해(Singular Value Decomposition, 
SVD)를 사용하여 행렬을 분해하는 경우, 상대적으

로 큰 특이값에 대응되는 특이벡터(Singular vector)
를 남기고 나머지를 버림으로써 차원을 축소할 수 

있다.
특이값 분해를 통해 차원을 축소할 경우에 생기

는 행렬의 프로비니어스 놈(Frobenius norm)의 차이

는 에카르트-영 정리(Eckart-Young theorem)[7]나 존슨

-린든스트라우스 보조정리(Johnson-Lindenstrauss lemma) 
[8]를 통해 알려져 있다. 하지만, 개인화 추천 머신

러닝 모델을 생성 시 특이값 분해를 사용하는 경우

의 관심사는 프로비니어스 놈의 차이보다는 원본 

계획 행렬의 개별 데이터(사용자 또는 품목) 사이의 

코사인 유사도에 얼마나 손실이 일어나느냐는 것이

다. 예를 들어, 원본 계획 행렬에서 A 품목이 상대

적으로 C 보다 B 품목과 코사인 유사도가 높았을 

때, 차원 축소 후에 C와의 유사도가 B 보다 높아졌

다면, 본래의 관계를 왜곡하는 추천을 하게 되기 때

문에, 좋은 추천을 위해서는 차원 축소 과정에서 원

본 계획 행렬의 개별 데이터 사이의 코사인 유사도

를 최대한 보존하는 것이 바람직하다. 하지만 차원

이 축소되는 특이값 분해(Reduced SVD)시 데이터 

사이의 코사인 유사도가 어느 정도 보존되는지는 

기존 정리들로 파악이 어렵다.
본 논문에서는 차원이 축소되는 특이값 분해시 

데이터 사이의 코사인 유사도와 특이값 사이에 상

관관계가 있다는 것을 실험을 통해 보이고, 특이값

을 이용해 코사인 유사도 손실에 대해 추정하는 방

법을 제시하고자 한다. 본 논문의 구성은 다음과 같

다. 2장에서는 특이값 분해를 이용한 차원 축소시의 

오차에 대해 알려진 기존 내용들을 정리하고, 3장에

서는 차원 축소 전후의 코사인 유사도 보존 정도를 

측정하기 위한 지표를 정의한다. 4장에서는 특이값

을 이용하여 코사인 유사도 보존 정도를 추정할 수 

있는 방법을 제안하고 개인화 추천 머신러닝을 위

한 공개 데이터셋을 이용하여 해당 방법의 정확도

를 평가한 후, 5장에서 결론을 맺는다.
 
Ⅱ. 특이값 분해를 이용한 차원 축소시의 오차

에카르트-영 정리는 가 계수 의 행렬이고, 이 

  
  




와 같이 가장 큰 특이값 개에 대응

되는 특이벡터로 분해되는 행렬일 때  ║    ║
≤ ║   ║ 가 성립한다는 것이다. 정리의 의미

는 행렬 에 가장 근사한, 즉 프로비니어스 놈의 

차이를 최소화하는  계수의 행렬 이 
  






와 같이 나타난다는 것이고, 계수(Rank)가 고정되었

을 때 가장 근사한 행렬을 구하는 방법을 제시한다

고 할 수 있다.
존슨-린든스트라우스 보조정리[8]는     , 

  에 속하는 개의 점들의 집합  ,  

ln과 같이 주어졌을 때, 모든   ∈

에 대해 식 (1)을 만족하는 선형 변환    →  

가 존재한다는 것이다.

   ║   ║  ≤ ║    ║  ≤
   ║   ║ 

 (1)

존슨-린든스트라우스 보조정리는 에카르트-영 정
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리와는 반대로 목표로 하는 오차의 범위가 주어졌

을 때 해당 오차를 벗어나지 않는 범위에서 차원 

축소를 적용하려면 필요한 최소 계수를 알 수 있게 

해 준다. 또한 이러한 차원 축소는 주로 랜덤 투영

(Random projection) 기법[9]에 의해서 이루어진다.
위와 같은 정리들은 주로 스펙트럴 놈(Spectral 

norm) 또는 프로비니어스 놈에 대한 것으로 코사인 

유사도의 보존에 대한 것은 아니다. 또한 코사인 유

사도의 평균 제곱 오차(Mean squared error)를 프로

비니어스 놈으로부터 유도할 수 있다 해도 추천 분

야에 있어서는 큰 의미가 없는데, 그 이유는 상대적

인 유사도의 순위가 보존되는지가 중요하기 때문이

다. 개별 유사도에 변동이 생기더라도 유사도의 상

대적인 순위에만 변동이 없다면, 근접 이웃 방법을 

통해서 뽑는 추천 후보군의 목록에는 변화가 없게 

되기 때문에 상대적인 순위가 중요하다. 따라서 코

사인 유사도의 상대 순위가 얼마나 보존되는지에 

대한 측정 및 추정이 필요한데, 기존에 이와 같은 

주제를 다룬 연구를 찾기 어려웠다. 본 논문에서는 

먼저 3장에서 코사인 유사도의 상대 순위 보존을 

측정하기 위한 지표를 정의한 뒤, 4장에서 특이값을 

이용해 이와 같은 지표를 추정하는 방법을 제시한다.  

Ⅲ. 상대 순위 정확도

차원 축소 과정에서 데이터 사이의 코사인 유사

도가 어느 정도 보존되는지 측정하기 위해서 본 논

문에서는 상대 순위 정확도(Relative ranking 
precision)라는 것을 정의하였다. 행렬 ∈  × 가 

특이값 분해에 의해    와 같이 분해된다

고 가정하자. 
는 개별 데이터를 나타내고, 은 

의 열벡터를 나타낸다.

 











 

 

 
 


⋯


 

,  










∣ ∣ ∣
  ⋮ ∣ ∣ ∣

        (2)

개별 데이터의 차원 축소는 이 가장 큰 개의 

특이값에 해당하는 특이벡터로 이루어진 행렬이라

고 할 때, 
 ∈ × 과 같이 나타낼 수 있다. 

  일 때, 은  와 같아지고, 는 직교행렬

(Orthogonal matrix)이기 때문에,     이고 

∥
∥ ∥  ∥이 되어, 개별 데이터 사이의 코

사인 유사도는 식 (3)과 같이 변화가 없게 된다.

║ 
 ║ ║ 

║


 
║ ║ ║ ║


  (3)

하지만,   인 경우 차원 축소가 이루어지게 되

면, 개별 데이터 사이의 코사인 유사도에는 변화가 

생긴다. 추출된  개의 데이터 표본의 집합을 


 

 
  ∈라고 할 때, 상대 순위 정확도는 식 

(4)과 같이 정의할 수 있다.  는 지시 함수(Indicator 
function)를, 은 값의 부호를 나타낸다.

만약 차원 축소 전에 
 와 

  사이의 코사인 

유사도가 
와 

  사이의 유사도보다 크다면, 차
원 축소 후에도 이와 같은 대소 관계가 유지되는 

것이 바람직하다. 식 (4)의 값은 표본 삼중항(Triplet) 
중 차원 축소 전후에 동일한 대소 관계를 가지는 

삼중항의 비율을 측정한다고 볼 수 있다. 개인화 추

천 머신러닝 문제에서, 코사인 유사도 오차의 합보

다 이 지표가 더 중요한 이유는 추천 문제는 기본

적으로 순위 문제이기 때문이다. 

 




 
 

∈

   

 (4)
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예를 들어, 상대적인 코사인 유사도 순위가 그대

로 유지될 경우, 근접 이웃 방법에 의해 선택되는 

목록은 전혀 변하지 않는다.
차원 축소 후의 코사인 유사도 표현식에서, 


 는   행렬의 열 공간(Column space)으로의 

투영 행렬(Projection matrix)을 나타낸다. 만약 가 

이미 의 열 공간 안에 있다면, 이와 같은 투영은 

를 변화시키지 않는다. 가 의 열 공간 안에 

있지는 않지만 충분히 가깝다면 투영 행렬에 의한 

변화는 작게 나타난다. 하지만 특이값 분해에 의한 

차원 축소 시, 이와 같은 변화가 모든 개별 데이터

에 대해서 이루어지기 때문에, 코사인 유사도의 상

대적인 순위에 어떤 식으로 변화를 일으키는지는 

분석적으로 파악하기 어렵다. 그래서 본 논문에서는 

특이값과 상대 순위 정확도 사이에 어떤 관계가 있

는지를 실험적으로 파악하려고 시도하였다.

Ⅳ. 특이값을 이용한 상대 순위 정확도의 추정

본 논문에서는 Movielens[10], BGG[11], Jester[12], 
Datafinti[13]와 같이 사용자들이 품목에 대해 평점을 

매긴 공개 데이터셋을 계획 행렬로 사용하여, 특이

값 분해를 이용한 차원 축소를 사용자 벡터에 적용 

후, 상대 순위 정확도가 얼마나 떨어지는지에 대한 

실험을 수행하였다. 그리고 특이값을 이용해 상대 

순위 정확도를 추정하기 위한 다양한 시도를 해 본 

결과 (5)와 같은 식이 실제 정확도를 매우 가깝게 

근사한다는 것을 발견하였다. 식 (5)에서  은 상대 

순위 정확도의 추정치를, 은 데이터를 축소할 계

수의 크기를, 은 특이값의 총 수를, 
  



은 가장 

큰 개의 특이값의 합을 나타낸다.

 log
  





log
  





 (5)

그림 1은 공개 데이터셋에 등장하는 사용자 사이

의 코사인 유사도에 대한 상대 순위 정확도를 나타

낸 것으로, x축은 차원 축소시의 계수를, y 축은 상

대 순위 정확도를 나타낸다. 동그라미는 상대 순위 

정확도를, ×표는 식 (5)를 사용한 상대 순위 정확

도의 추정치  을 나타낸다. 

(a) Movielens (b) BGG

(c) Jester (d) Datafinti
그림 1. 실제 상대 순위 정확도와 특이값을 이용한 추정값의 비교

Fig. 1. Comparisons between actual relative ranking precision and estimation based on singular values
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모든 가능한 조합(
 

 
  ∈ )에 대해서 정

확도를 측정하는 것은 행렬 ∈  × 에 대해 

   시간이 걸리기 때문에, 개만큼의 표본

을 랜덤 추출하여 실험을 수행하였다.
실험 결과, 많은 계수에서 추정치가 실제값과 상

당히 유사한 값을 가지는 것을 볼 수 있다. 각 데이

터셋의 그림 1에 나타낸 점들의 퍼센트 오차 절대

값 평균(MAPE, Mean Absolute Percent Error)[14]은 

표 1과 같다. 대체로 2%에서 4% 사이의 MAPE 값
을 보여주고 있어서, 차원 축소를 위해 특이값 분해

를 적용하는 경우에 모든 계수에 대해 상대 순위 

정확도를 실험을 통해 계산해 보지 않아도, 특이값

을 이용한 방법으로 비교적 정확하게 추정이 가능

함을 알 수 있다.

표 1. 추정의 MAPE
Table 1. MAPE of estimation

Dataset MAPE(%)
Movielens 3.58

BGG 2.57
Jester 1.97

Datafinti 1.98

표 2. 데이터셋의 크기
Table 2. Size of datasets

Dataset User Item Ranting Rating range Sparsity(%)
Movielens 943 1650 80000 [1, 5] 94.86

BGG 2000 16034 495845 [0, 10] 98.45
Jester 2000 140 246573 [-10, 10] 11.94

Datafinti 408 207 2605 [1, 5] 96.92

실험에 사용된 4개 데이터셋의 사용자, 품목, 평
점 수 및 계획 행렬의 희소성(Sparsity)은 표 2와 같

다. 일부 데이터는 표 2에 나타난 것보다 데이터 크

기가 컸는데, 매우 큰 행렬에 대한 특이값 분해는 

실험이 쉽지 않기 때문에, 사용자를 표본 추출하여 

행렬의 크기를 표 2와 같이 줄인 다음 실험에 사용

하였다. 행렬의 희소성은 밀도(Density)와 반대되는 

개념으로, 행렬의 원소 중 0인 원소의 비율을 나타

낸다. 예를 들어 총 원소의 수가 20개인  ×  행
렬이 있을 때, 값이 0인 원소가 18개 있다면, 이 행

렬의 희소성은 90%가 되고 밀도는 10%가 된다.
각 계획 행렬을 특이값 분해했을 때 특이값이 가

지는 통계값은 표 3과 같다. 표 2를 보면 Jester 데
이터셋을 제외한 다른 데이터셋은 희소성이 90% 
이상으로 매우 큰 것을 볼 수 있다. 또한 표 3에서 

왜도(Skewness)를 보면, 특이값의 분포가 고르지 않

고 한 쪽으로 쏠려 있어, 수치적으로 낮은 계수의

(Numerically low rank) 행렬이라는 것을 볼 수 있다. 

표 3. 데이터셋 별 특이값 통계
Table 3. Statistics of singular values of datasets

Dataset
Statistic

Movielens BGG Jester Datafinti

Max 525.77 2200.50 1604.96 95.31
Min 0.45 16.25 11.93 6.16

Mean 21.64 79.57 157.27 7.97
Variance 693.96 5442.66 20598.05 83.88

Median 14.88 64.12 139.88 5.65
Skewness 8.60 13.59 7.72 4.86

Kurtosis 145.17 351.59 72.62 39.01

(a) Random matrix of movielens shape (b) Random matrix of BGG shape
그림 2. 희소성에 따른 상대 순위 정확도의 MAPE
Fig. 2. MAPE of relative ranking precision by sparsity
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식 (5)에 의한 상대 순위 정확도의 추정이 모든 

행렬이 아니라 특정한 성질을 가지는 행렬에서만 

성립하는 것일 수 있기 때문에, 실험에 사용된 계획 

행렬과 같은 형태(행과 열 수) 및 같은 평점값 범위

를 가지되, 평점값이 범위 내에서 랜덤으로 정해지

고, 희소성이 서로 다른 랜덤 행렬을 생성하여 식 

(5)에 의한 추정의 MAPE 값을 그림 2와 같이 계산

해 보았다. 그림 2에서 x축은 희소성을, y축은 실제 

상대 순위 정확도에 대한 추정의 MAPE 값을 나타

낸다. 
그림 2를 보면, 대체로 랜덤 행렬의 희소성이 증

가할수록 식 (5)에 의한 추정의 MAPE가 감소하는 

것을 볼 수 있다. 이것은 식 (5)가 희소한 계획 행

렬에 대해 보다 정확한 추정을 할 수 있다는 것을 

의미한다. 하지만 희소성이 95%일 때의 랜덤 행렬

에 대한 MAPE 값과 실험에 사용된 공개 데이터셋

들의 계획 행렬에 대한 MAPE 값에는 차이가 있는

데, 이는 두 행렬의 계수 차이 때문이라고 생각된다. 
표 3과 표 4의 왜도를 비교해 보면 랜덤 행렬의 

왜도가 더 작은 값을 가지기 때문에 실험에 사용된 

공개 데이터셋의 계획 행렬이 비교적 더 수치적으

로 낮은 계수를 가진다고 볼 수 있으며, 희소성이 

같은 상황에서는 낮은 계수의 데이터에서 보다 작

은 MAPE 값을 보여준다고 할 수 있다. 결론적으로 

식 (5)에 의한 추정은 희소한 행렬일수록, 그리고 

낮은 계수의 행렬에서 높은 정확도를 나타낸다고 

보인다. 실제 개인화 추천 분야의 데이터셋들이 대

부분 이와 같은 경향을 나타내기 때문에, 식 (5)가 

실용적으로 추정에 사용될 것을 기대할 수 있다.

표 4. 랜덤 행렬의 특이값 통계
Table 4. Statistics of singular values of random matrices

Random matrix
Statistic

Movielens shape BGG shape

Max 196.06 448.36

Min 7.26 59.50

Mean 27.66 91.21

Variance 165.99 347.19

Median 26.77 90.42

Skewness 2.49 3.58

Kurtosis 29.29 65.83

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 계획 행렬에 특이값 분해를 적용

하고, 큰 특이값에 해당하는 특이벡터만을 남겨 데

이터에 대한 차원 축소를 시도할 경우, 데이터 사이

의 코사인 유사도의 순위가 얼마나 보존되는지를 

측정하기 위한 지표인 상대 순위 정확도를 정의하

였다. 또한 다양한 데이터에 대한 실험을 통해, 특
이값과 상대 순위 정확도 사이에 관계가 있다는 것

과, 특이값을 이용해 상대 순위 정확도를 식 (5)와 

같이 추정할 수 있음을 보였다. 그리고 이와 같은 

추정의 대상이 된 계획 행렬의 희소성 및 특이값의 

통계를 살펴봄으로써, 희소성이 크고 수치적으로 계

수가 작은 행렬에서 위와 같은 추정의 정확도가 더 

높아진다는 것을 분석하였다. 향후에는 실험적으로

뿐 아니라 보다 분석적인 방법을 통해 식 (5)를 유

도할 수 있는 가능성에 대해서 검토해 보고자 한다.
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