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요  약

분류, 군집화, 추천 같은 다양한 데이터 분석은 데이터 항목의 비유사성 즉, 거리를 측정하는 것으로 시작한

다. 데이터 집합의 거리관계는 항목들의 거리를 나타내는 거리행렬로 나타낼 수 있는데, 어떤 데이터 집합은 

거리행렬을 구하기 어렵다. 준거리 조건은 삼각부등식을 만족하는 것으로 거리척도의 최소조건이다. 이 논문은 

주어진 데이터 집합에서 준거리 관계를 생성하는 행렬연산 min_sum을 제안하고, 이 연산과 일반적인 거리척

도를 위한 조건과의 관계에 대한 정리를 생성하였다. 그리고 이 연산이 데이터 집합으로부터 직관적으로 만든 

잠재적 거리행렬을 준거리 조건을 만족하는 행렬로 변환함을 증명하였다. 의원들의 1년치 실제 투표 데이터를 

사용한 투표성향 군집화에 적용한 결과 거리척도로서 효과적임을 확인하였다.

Abstract

Various data analysis, such as classification, clustering, and recommendation, begins by measuring the dissimilarity 
or distance of data items. The distance relation of the data set can be represented by a distance matrix indicating the 
distance of the items, but it is difficult to get the distance matrix of some data set. The quasi  distance condition 
satisfies the triangular inequality and is the minimum condition of metric. We propose a matrix operation min_sum 
that generates a quasi-distance relation in a given data set and generated the theorem about the relation between this 
operation and the condition for general distance metric. Then we prove that this operation transforms the potential 
distance matrix intuitively created from the data set into a matrix satisfying the quasi-distance condition. It is 
confirmed that it is effective as a distance measure as a result of applying voting tendency clustering using 1-year 
actual voting data of lawmakers.
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Ⅰ. 서  론

군집화를 포함한 많은 데이터 분석에 비유사성 

측정이 사용된다[1][2]. 흔히 비유사성(Dissimilarity), 
유사성, 거리, 근접성(Proximity) 등을 구분하지 않고 

사용하지만 각각은 다소 다른 의미를 갖는다. 거리

는 떨어진 정도를 나타내므로 유사성을 직접 나타

내지 않는다. 유사성  는 거리 의 역수를 이용해

서     형태로 사용한다[1][3]. 근접성은 

가깝다는 의미를 내포하므로 유사성을 나타내는 다

른 말이나 비유사성/유사성을 포괄하는 의미로 종

종 사용한다. 비유사성은 대상의 다른 정도를 나타

내므로 거리에 의해 직접 측정할 수 있는 것이다.
데이터를 분석하는 행위는 결국 패턴 찾기다. 모

든 것이 같다면 아무 할 일이 없다. 데이터 분석의 

많은 응용은 각자가 가진 고유한 방법에도 불구하

고 거리 즉 비유사성을 측정을 전제로 한다. 덩어리

를 찾아내는 군집화, 어디에 속하는지를 찾는 분류

는 물론이고 요즘 많이 연구되는 추천시스템 들은 

우선 거리를 측정하는 것에서 시작한다. 그런데 거

리를 측정하는 것이 항상 가능한 것은 아니다. 예를 

들어 두 사람의 취향이 비슷한지를 알려면 거리를 

재야하는데, 취향을 잰다는 것이 쉽지는 않다.  
본 논문은 비유사성을 측정할 수 있는 거리 연산

에 관한 것이다. 먼저 데이터 과학의 제 분야에서 

일반적으로 사용하는 거리 연산에 대해 알아보고, 
떨어진 정도를 나타내는 거리 척도를 위한 수학적 

정의와 조건이 완화된 거리에 대해 소개한다. 다음

으로 주어진 데이터에서 준거리 관계를 생성하는 

행렬연산 min_sum을 제안하고 증명한다. 이를 데이

터 군집화에 적용하여 비유사성 측정 수단으로서 

효과를 정성적으로 평가한다. 제안한 준거리 연산을 

사용하는 경우 국가 사이의 교역량, 사람들 사이에 

주고받은 문자 횟수 등 일반적으로 거리를 정의하

기 어려운 데이터에 거리 개념을 부여하여 분류 및 

군집화 등을 수행할 수 있다.           

Ⅱ. 준거리 생성을 위한 행렬연산 min_sum

이 장에서는 거리에 대한 일반적인 정의와 비유

사성 측정을 위해 흔히 사용하는 거리함수에 대해 

설명한다. 다음으로 새로운 행렬연산 min-sum을 제

안하고 이것이 준거리 조건을 만족하는 거리행렬을 

생성함을 증명한다.

2.1 거리에 대한 정의

분류, 군집화, 추천시스템 등 데이터 분석의 많은 

분야는 대상의 비유사성을 측정하기 위해 다양한 

거리 척도를 사용한다. 많은 응용에서 사용하는 거

리 척도는 다음과 같으며 이들의 일반적인 특징에 

대해 오랫동안 연구되어 왔다[4]-[6]. 
  

표 1. 거리함수

Table 1. Distance functions
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Cosine
**
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항상 그렇듯이 모든 데이터의 비유사성을 잘 측

정하는 거리 척도는 없으며 응용에 따라 다르게 평

가된다[2][5][7]. 하지만 이들은 거리를 측정하는 함

수로서 모두 일정한 조건을 만족한다. 비유사성을 

위한 거리 척도로서 거리함수는 일반적으로 다음과 

같이 정의한다.

정의1 집합 와 함수   ×→∞가 모든 

  ∈에 대하여 다음 네 가지 조건을 만족하

면 를 위의 거리 혹은 거리함수 라고 한다.
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(M1)   

(M2)  ≤  

(M3)     
(M4)   이면   이다.

함수 가 M1, M2 두 조건만 만족하면 준거리

(Quasi-distance)라 부르고, 가 M1, M2, M3 세 조건

을 만족하면 왜곡거리(Pseudo-distance)라 부른다. 준
거리와 왜곡거리는 거리의 개념을 더 일반화한 것

이다. 특히 준거리는 비유사성 측정을 위한 척도의 

최소 조건을 만족한다[5][8]. 표 1에서 앞에서부터 5
개는 모두 정의1을 만족하는 거리함수다. 반면에 상

관계수 (*)와 cos(**)는 유사성을 나타내는 것

으로 거리가 아니다. 따라서 비유사성 척도로 사용

할 때는 다음과 같이 변환한다.

  log      (1)

거리함수를 이해하기 위해 몇 가지 사례를 설명

한다. 어떤 집합 에 대하여 ×위에서 

   ≠
   

로 정의된 함수는 정의1을 모두 

만족하므로 위의 거리다. 다음으로 정수의 집합 

 에 대하여 × 위에서    ≥ 
   

로 정의된 함수는 예를 들어  ≠이므

로 조건 M3를 만족하지 않아서 거리가 아니다. 하
지만 다른 조건들은 모두 성립하므로 준거리이다. 
마지막으로 평면  위의 두 점 x   , y 

 에 대하여 xy   으로 정의된 함

수는 M1, M2, M3를 만족하므로 왜곡거리이다. 하
지만 서로 다른 두 점에 대하여   

이므로 M3를 만족하지 않아 거리가 아니다.

2.2 행렬연산 min_sum

이 논문에서 제안하는 거리연산 min_sum은 다음

과 같다. 

정의2 집합   ⋯위에서 정의된 함수 

  ×→∞에 대하여 행렬    ,  

에 대한 연산 min_sum을 다음과 같이 정의

한다. 여기서 ⊕은 연산 min_sum을 나타내는 연산

자이고 
 



∧는     ⋯  에서 최솟값을 의미

한다. 

⊕   ,  




∧      (2)

앞에서 정의한 연산 ⊕에 대해 다음 정리를 얻

을 수 있다. 앞으로 필요충분조건(if and only if)은 

간단히 iff 로 나타낸다.  

정리1 정의2의 함수 는 다음을 만족한다.  
(1)    iff    ∈⋯

(2)  ≤  

   iff  ≤  , ∈⋯ iff  ≤ .
(3)     iff    , ∈⋯

(4)    ⇒    
   iff     ⇒    .

증명  

(1) 정의2에 의하여 성립한다.
(2)  ≤ 이라고 가정하면 

 ≤    , ∈⋯이다. 따라서 

≤




∧   이다. 역으로  ≤ 이

면  ≤  , ∈⋯이다. 따라서 

≤  이 성립한다.

(3) 정의2에 의하여    이면  

, ∈⋯이고, 역도 성림한다.
(4)   일 때   이라고 가정하자.  

  이면,   이므로   이고,  
  가 성립한다. 역으로   일 때   가 

성립한다고 가정하면,   이면   

이므로  이고, 따라서   이다.     QED
 

2.3 연산 ⊕를 반복 적용하여 준거리 생성

다음 정리는 행렬연산 ⊕를 반복 적용하면 준거
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리를 생성할 수 있음을 보여준다.

정리2 집합   ⋯위의 거리함수   ×

→∞가 조건 (M1)을 만족하고 행렬 가 

   ,   이면,


 

 



∧  , ⊕  
  ,


 

 



∧
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⊕⊕⊕  
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⋯ ,





 



∧
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⊕ 
  

 




일 때, 

lim


 ,   ⊕    가 존재한다.

증명

정리1에 의해, 다음이 만족한다. 

 ≤ 
 

 



∧ 

  ≤      

 ≤ 
 

 



∧
 

  , 

  ≤ 
 

  
  



즉, 


은 감소수열이고 아래로 유계이므로 수렴

한다.                                      QED 

따라서 다음이 성립한다.

lim


  이면

  ∀∈, 




 , ⊕  

lim


 
  이면

  ∀∈ , 




 
 ,  ⊕   

lim


 
  이면

  ∀ ≥ , 


 
 ,  ⊕   

  ⋯

lim


  이면

  ∀∈, 


≠
  

, ⊕    

정의2와 정리2의 2)에 의해 우리는 거리 조건 

M1을 만족하는 행렬에 제안한 min_sum 연산 ⊕를 

반복적용하면 준거리 관계를 만족하는 행렬 D를 생

성할 수 있음을 알았다. 제안한 연산이 비유사성 즉 

거리 척도로 사용될 수 있음을 보이기 전에 한 가

지 사례를 통해 정리2의 의미를 이해해 보자. 
지난 1주일 동안 은 , , 에게 7, 3, 4번, 

는 , , 에게 3, 4, 2번, 는 , , 에게 

8, 3, 1번, 마지막으로 는 , , 에 5, 2, 1번 

전화를 했다고 하자. 보다 친밀한 혹은 가까운 사람

에게 자주 전화를 한다고 가정하면 네 사람 사이의 

거리를 행렬 로 나타내는 것을 생각할 수 있다.
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    (3)

그러나 행렬  는 예를 들어   ≤

     이므로 준거

리조차 되지 못한다. 따라서 행렬 는 주어진 데이

터의 거리 관계를 나타내는 행렬로 사용할 수 없다. 
그러나 에 min_sum 연산 ⊕를 적용한 ⊕는 

준거리다. 실제로 ⊕는 정의1의 M1, M2, M4를 

만족한다. 따라서 행렬 ⊕은 비유사성을 측정하

는 거리행렬로 사용할 수 있다. 
      

Ⅲ. 성능 평가 및 분석 

비유사성/유사성에 대해서는 주로 통계학의 분야

에서 70년대까지 잘 정리되었다. 이어진 연구들은 

특정 문제와 관련해서, 데이터 유형 즉, 수치데이터, 
이진데이터, 범주형데이터, 혼합형데이터 등을 대상

으로 비유사성 척도들을 어떻게 활용하는지 등에 

관한 것이다[8][9]. 비유사성 척도를 정량적으로 비
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교하기는 어렵다. 비유적으로 사람을 비교하는데 키

와 몸무게 중 어떤 것이 유용한지는 어디에 사용하

느냐에 달린 문제다. 여기서는 ⊕연산이 상대적인 

거리를 효과적으로 측정한다는 것을 정성적인 방법

으로 보인다. 앞의 사례를 잘 살펴보면 직관적으로 

는 , 보다 과 가깝다고 생각되지만 이를 

정량적으로 판단하려면 거리를 구할 수 있어야 한

다. 하지만 앞에서 본 것과 같이 주어진 데이터 항

목의 거리관계를 나타낼 마땅한 방법이 없다. 대신 

제안한 ⊕연산을 사용하여 준거리를 생성할 수 있

음을 알았다. 

그림 1. ⊕의 거리 관계 시각화
Fig. 1. Visualization distance relation in ⊕

그림 1은 이렇게 구한 행렬 ⊕의 거리 관계

를 MDS(Multi-Dimentional Scaling)을 이용해서 나타

낸 것이다. MDS는 비유사성 즉, 거리가 정해진 데

이터를 시각적으로 나타내는 일종의 그래프 레이아

웃이다[3]. 넓은 의미에서는 높은 차원 데이터의 차

원을 낮추는 것인데, 여기서는 평면에 나타내는 것

이므로 2차원으로 낮춘다. 즉, 거리행렬을 입력으로 

받아서 데이터 들 사이의 거리를 가장 잘 반영하는 

좌표를 생성해준다. R 프로그래밍에서 제공하는 

cmdscale() 함수를 사용하여 거리관계를 시각적으로 

나타냈다. 그림은 와 이 상대적으로 가깝다는 

것을 보여준다. 
이상으로 ⊕연산으로 준거리를 생성하고 그것을 

시각적으로 나타내 보았다. 이제 더 복잡한 데이터 

집합의 군집화에 제안한 연산을 적용해 본다. 사용

한 데이터는 미국 상원의 기명 투표 데이터다

(http://www.voteview.com). 미국 상원 의원은 공화당, 

민주당, 무소속으로 구성된다. 여기서는 투표 데이

터를 군집화 하여 투표성향과 소속정당의 관계를 

알아보려고 한다. 즉, 의원들의 법안에 대한 투표 

데이터를 이용하여 의원들 사이의 거리를 구한 후 

소속정당과 함께 시각적으로 나타내었을 때 군집이 

형성되는지 알아보려 한다. 
원 데이터의 편집과 클러스터링 과정은 참고문헌 

[3] 9장의 절차를 참고하였다. 표 2는 의원-투표 데

이터 행렬을 나타낸다. 109번 회기를 기준으로 이 

행렬의 크기는 101×644이다. 즉, 의원 101명이 644
건의 법안에 투표한 결과다. 여기서 1은 찬성, 2는 

반대, 3은 기권을 나타낸다. 어떤 두 의원의 벡터 

열이 일치할수록 두 의원의 투표성향이 같다고 할 

수 있다. 따라서 일치하는 정도를 거리로 나타내면 

투표성향이 같은 의원은 가까이 위치할 것이다. 이
때 각 의원의 위치를 소속정당으로 표시하면 투표

성향이 같은 사람들이 어떻게 분포하는지를 알 수 

있다. 

표 2. 의원-투표 데이터 행렬

Table 2. Senator-Vote data matrix

[3]에서는 의원들 사이의 거리를 의원-투표 행렬

의 행 벡터별 유클리드 거리를 계산하여 측정하였

다. 그림 2는 R 프로그램 결과를 나타낸다. 

그림 2. 의원들 사이의 거리(유클리드)

Fig. 2. Distance of senators(Euclid)
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예를 들어 2번 의원(첫 번째)과 3번 의원 사이의 

거리가 약 10임을 나타낸다. 또한 거리행렬은 대칭

이므로 하삼각행렬로 표시되었음을 알 수 있다.   
이제 이렇게 계산한 의원들 사이의 거리를 2차원 

평면에 펼쳐놓으면 그들의 소속정당별 분포를 알 

수 있다. 그러기 위해서 MDS를 적용하여 각 의원

들의 좌표를 구한 결과는 표 3과 같다. 예를 들어 

SHELBY의원은 민주당 소속이고 상대적 거리를 고

려했을 때 위치좌표는 대략 (7.5, 0.95)임을 나타낸다.

표 3. 의원의 좌표(유클리드)

Table 3. Coordinate of senators(Euclid)

이 결과를 시각화 하면 그림 3과 같다. 왼쪽에 

민주당, 오른쪽에 공화당 의원이 군집을 형성함을 

알 수 있다.

그림 3. 군집(유클리드

Fig. 3. Cluster(Euclid)

제안한 min-sum 연산을 적용하려면 먼저 의원들 

사이의(잠재적) 거리를 나타내는 의원-의원 행렬을 

구해야 한다.   관계를 나타내는 데이터 행렬 

 이 주어지면  와  은 각각 및 

  관계를 나타내는 행렬이 된다(여기서 *는 행

렬의 곱,  는 전치행렬). 따라서 의원-투표 행렬

로부터 의원-의원 행렬을 구할 수 있다. 물론 이 행

렬은 정의1의 거리조건을 만족하지 않으므로 거리 

척도로 사용할 수 없다. 기존의 연구에서는 이렇게 

얻은 의원-의원 행렬에 대해 행 벡터별 유클리드 

거리를 계산하여 거리 행렬을 만드는 번거로운 과

정을 거친다[3][7].
이제 의원들 사이의 준거리를 만들어 보자. 의원-

투표 행렬을 이라 하면, 의원-의원 행렬  

 을 얻을 수 있다. 행렬 의 대각성분을 0으
로 수정한 행렬을 라 하면 정리2에의해 준거

리   ⊕를 얻을 수 있다. 실제로 이 

경우   이다. 그림 4, 표 4, 그림 5는 이렇게 

구한 준거리 행렬 를 같은 방법으로 MDS로 시각

화한 것이다.

그림 4. 의원들 사이의 거리(min_sum)

Fig. 4. Distance of senators(min_sum)

표 4. 의원의 좌표(min_sum)

Table 4. Coordinate of senators(min_sum)

그림 3과 마찬가지로 의원들의 투표성향이 소속

정당별로 군집을 형성함을 알 수 있다. 즉, 제안한 

연산으로 생성한 준거리가 데이터의 특정속성을 분

석하기에 적절함을 알 수 있다. 
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그림 5. 군집(min_sum)

Fig. 5. Cluster(min_sum)

Ⅳ. 결  론 

분류, 군집화, 추천 같은 데이터 분석의 다양한 

분야가 데이터 항목의 비유사성 즉, 거리 측정을 필

요로 한다. 데이터 집합의 거리관계는 항목들의 거

리를 나타내는 거리행렬로 나타낼 수 있다. 데이터 

집합이 항목-값 행렬로 주어지는 경우, 보통 항목벡

터들의 유클리드 거리, 상관계수, 코사인 유사도 등

을 이용하여 거리행렬을 구하는데, 이는 계산량이 

많기도 하고, 직관적이지도 않다. 이 논문에서는 데

이터 집합으로부터 직관적으로 만든 잠재적 거리행

렬을 준거리 조건을 만족하는 행렬로 변환하는 행

렬연산 min_sum을 제안하고, 이 연산을 반복 적용

하면 준거리 행렬로 수렴함을 증명하였다. 제안한 

연산을 군집화에 적용한 결과 종전의 방법과 같이 

거리 척도로서 효과적임을 확인하였다. 
이 논문에서는 제안한 행렬연산 min_sum이 거리

조건을 만족하지 않는 행렬을 준거리 조건을 만족

하는 행렬로 변환함을 증명하고, 그렇게 얻어진 거

리행렬이 비유사성을 효과적으로 측정함을 실제 문

제에 적용하여 정성적으로 확인하였다. 다음으로 동

일한 데이터에 대해 통상의 방법으로 생성한 거리

행렬과 제안한 연산을 적용하여 생성한 준거리 행

렬을 데이터 유형별로 분석하는 연구와 계산 복잡

도를 비교하는 연구가 수행될 수 있겠다.  
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